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  فصل سوم

  

  Solution of Electrostatic problems حل مسائل الكترواستاتيك
  

در ) حل مسئله ميزان الكتريكي ساآن(تاآنون سه روش محاسبه شدت ميدان الكترويكي 

  .شود هاي ديگري ارائه مي ها و تكنيك در اين فصل روش. فصل قبل ارائه و بررس گرديد

  معادلات لاپلاس و پواسون
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Poisson Equation                                                          εمعادله پواسون 
ρ−=∇ V2 

  ) ولتاژ ناهمگن٢معادله ديفرانسيل درجه (
 .باشدρ=0 هستيمباشد و در صدد محاسبه آن   مجهول مي٧نظر آه نانچه در محيط مورد چ

Laplace Equation02                                                                 معادله لاپلاس  =∇ V  

                                              )              ولتاژ همگن٢معادله ديفرانسيل درجه (

وي آه پتانسيل صفحه حنبازن خ مطلوبست محاسبه تابع پتانسيل بين صفحات يك :مثال
  .شود در لبه خازن صرفنظر مي از فوران ميدان. قرار دارد 0Vدر پتانسيل  پايين صفر و صفحه بالا
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اي به چگالي   چنانچه بار حجمي پيوسته:مثال
b
R

0ρ تا فاصله b از مبدأ مختصات در فضاي 

0εεآزاد   مستقر باشد، مطلوب است محاسبه تابع پتانسيل و شدت ميدان در آليه نقاط =

  فضا با استفاده از معادلات لاپلاس يا پواسون
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  .با اعمال شرايط اوليه يا به عبارتي شرايط مرزي چهار مجهول فوق به دست خواهد آمد
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  )نهايت با انتخاب مبدأ پتانسيل صفر در بي(

  بنابراين. بدليل آنكه تابع پتانسيل بايستي يك تابع پيوست باشد
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21 همچنين با توجه به آنکه ε=εدر نتيجه:  
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 Vادله لاپلاس این نکته حائز اهميت است که تابع ع پواسون یا مدر انتخاب معادله: توجه

ر در آن گاهد بود یعنی اوآن هستيم، تعيين کننده خ) حل(مجهول ناحيه ای که در صدد یافتن 
باشد معادله لاپلاس و در غير انصورت معادله پواسون مطرح خواهد شد و سایر ρ=0ناحيه 

تخاب دخيل نمی باشند و تأثيرات سایر نواحی در شرایط مرزی در حل معادله نواحی در این ان

  .دیفرانسيلی لحاظ خواهد شد
  

  Images Methadروش تصاویر 

در یک محيط که شامل یک توزیع بار مشخص در مقابل یک جسم هادی باشد می توان از این 

ق استقرار یک بار مجازی بنام ی که از طریود به نحوروش برای یافتن تابع پتانسيل استفاده نم

 بتوان جسم هادی را حذف نمود و مسئله را تبدیل به فضای خالی از جسم هادی یبار تصویر

و بار مجازی ) حقيقی(کرد تا براحتی بتوان پتانسيل را صرفاً با در نظر گرفتن بار اصلی 

 کرده و  عملوش جسم هادی همانند یک سيستم آینهدر این ر. محاسبه نمود) تصویری(

  .تصویر بار حقيقی بصورت یک بار تصویری در مسئله ظاهر می شود

ــال ــين شــده      :مث ــت، زم ــادی بينهای ــفحه ه ــل ص ــه ای در مقاب ــار نقط ــت  . ب ــفحه در موقعي  ص

z=قرار دارد و بار نقطه ای ٠ +Qقطه  در ن
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  با توجه به نامحدود بودن صفحه هادی و تقارن موجوداما 
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00:                                                                                            در نتيجه =≤zv  

مشخص است و روش تصاویر را صرفاً برای خارج از این ناحيه بکار می z≥0پس جواب ناحيه 

  :٠<zبریم اما در ناحيه 

 و در q=-Q در صفحه هادی بينهایت بدست آوریم بار تصویری آن به ميزان Q+چنانچه تصویر بار 

موقعيت 
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  .، جسم هادی را حذف می کنيمz=-d در Q–بنابراین با استقرار 
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–که معادله تأئيد کننده حفظ شرایط مسئله در زمان قبل از حذف هادی و استقرار بار مجازی 

Qمی باشد چون :  

V(z=٠)=٠  
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  محاسبه شدت ميدان
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   صفحه هادی چگالی بار سطحی القاء شده بر رویبرای تعيين
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  بنابراین
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  کل بار توزیع شده روی صفحه هادی
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   از مرکز کرهD و به فاصله a بار نقطه ای در مقابل کره هادی زمين شده به شعاع :مثال

  

  

 در Q+موقعيت 
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  . قرار داردمرکز کره در مبدأ مختصات 
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ــصویر      ــاز تـ ــد بـ ــادی بایـ ــذف هـ ــرای حـ ــت qبـ  در موقعيـ
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ــه                   ــوی کـ ــه نحـ ــت بـ ــر گرفـ  در نظـ
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  aRV≥=0                                                    :                                             بنابراین

  :R>aاما برای ناحيه 
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 با اعمال d و q شود بنابراین برای یافتن دو مجهول ٠=V(R=a)با توجه به آنکه باید 
2222 azyx   : بقرار زیر بدست آوریدd و qير می توان در رابطه اخ++=
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a                                                                                       واضح است که
D
ad <=

2

  

Qq                                            در داخل کره مستقر است و qیعنی 
D
a

<⇒< 1  

  . استQ تصویر از بار اصلی کوچکتر و مخالف علامت یعنی بار

ها و سيستم نوری بهره ه  می توان برای حل برخی از مسائل مشابه، از دیدگاه آین:نکته

 تعيين کرد و سپس هادی را حذف هجست بعبارتی بارهای تصویری را از طریق سيستم آین

  . اجسام هادی بررسی و پارامترها را بدست آورديط را بدونحنمود و م

  

  Boundary value problems  قدار مرزیمسائل م

 ٢در این قسمت به حل معادله لاپلاس از دیدگاه ریاضی یعنی حل معادله دیفرانسيل درجه 

که ∇V2می پردازیم به این مفهوم که ) Separation variable(همگن از طریق روش متغير جدا 

شامل مشتقات جزئی مرتبه دوم هر سه متغير در هر دستگاه مختصات است را با در نظر 

 معادل حاصل ضرب سه تابع تک متغيره می باشد در صدد یافتن آنها Vگرفتن آنکه تابع مجهول 
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محدود ) مرزهای( توزیع بار تنها روی سطوح  آه در فضائی است فوقحل مسئله. خواهيم شد

  . آن فضا قرار دارد و پتانسيل در ناحيه بدون بار صدق می کندکننده

   دستگاه مختصات مستطيلیبعنوان مثال در
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 که در کليه نقاط فضای مورد نظر مخالف صفر است خواهيم XYZبا تقسيم طرفين بر تابع 
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0222:                                                                                  با شرط =++ zyx KKK  

ها مثبت، منفی و یا صفر باشند جوابهای هر یک از سه معادله دیفرانسيل 2Kبسته به آنگه 

  : تک متغيره بصورت زیر خواهد بود همگن٢درجه 
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مرزی هر جهت استفاده می شود بنابراین برای یک ) شرایط(برای یافتن ضرائب ثابت از مقادیر 

 شرط ٦ است نيازمند ٢ی با توجه به آنکه معادله دیفرانسيل درجه مسئله کامل سه بعد

  .مرزی خواهيم بود

انتخاب هز یک از حالات فوق بستگی به ساختار مسئله باشد؛ چنانچه در پاسخ ها تکرار صفر 

 چنانچه دامنه متغير در - در جهت خاصی وجود داشته باشد از توابع پریودیک استفاده می شود

  .اشد استفاده از توابع نمائی مناسب تر خواهد بودجهتی نامحدود ب

دو نيم صفحه بينهایت و موازی ( سطح مقطع ساختاری متشکل از سه هادی زير شکل :مثال

پتانسيل دو  ) نامحدودندzدر جهت (نشان می دهد ) که در یک طرف آن هادی سوم قرار دارد
مطلوبست توزیع پتانسيل در ناحبه .  است0Vصفحه موازی صفر و پتانسيل صفحه کناری برابر 

  .محصور شده بوسيله صفحات
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  . تابع پتانسيل پریودیک می باشدyبنابراین در جهت 
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  :در مختصات استوانه ای
( ) ( ) ( ) ( )zZrRzrV ϕφϕ ≡,,  

RZ  توابع تک متغيره ,,φهای زیر می ه و تقارن های موجود در آن بصورت به ساختار مسئلبسته

  .توانند بدست آیند

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

>
<

⎩
⎨
⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

−+

keeاگر
kzkzkاگر

zZ

ee
cocnn

rkYrkJtionsBesselFunc
nr

rr
rR

z
zkzk

zzz

jnjn

znzn

nn

zz 0,
0cos,sin

:

,
,sin

:

,:

,
:

2

2

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

l

  

zkn,  توابــع تــک متغيــره بترتيــب بــرای تــابع  ٢ مربــوط بــه معــادلات دیفرانــسيل درجــه z و تــابع 

φاست.  

  

  :در مختصات کروی
( ) ( ) ( ) ( )ϕφθϕθ HRGRV =,,  

  :حالات ممکنه
( ) ( ){
( ) ( ){ ( )
( ) { ϕϕϕφ

θθθ
nn

QPnctionsLegendreFuH
RRRG

n
m

n
m

mm

cos,sin:
cos,cos::

,: 1+−

  


